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ケーラーグラフのラプラシアン
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概略 ケーラー磁場を持つケーラー多様体の離散化としてケーラーグラフを
導入し、このグラフ上で磁場の軌道に対応する (p, q)–２色彩道によるラン
ダム・ウォークを生成するラプラス作用素を定義する。ケーラーグラフの
いくつかの構成方法を述べ、それらに対するラプラス作用素の固有値を求
め、等スペクトルケーラーグラフの組みが豊富に存在することを示す。　

１．はじめに

グラフは頂点の集合と向き付けられていない辺の集合の組で、リーマン幾何学に
おいては非正曲率多様体の離散モデルとして捉えられる。このグラフ上の連続する
辺の列である道はリーマン幾何学の測地線に対応する物とされている。では幾何構
造を持つリーマン多様体の幾何構造を含めた離散化はどのように考えればよいので
あろうか。本講演では磁場を持つ多様体の離散化という観点から考察を行うことに
する。
リーマン多様体上の閉２形式を磁場という。磁場 Bに対してB(v, w) = ⟨v,ΩB(w)⟩

という関係で定まる歪対称自己同型 ΩB を取り、弧長で係数付けられた滑らかな曲
線 γ が∇γ̇ γ̇ = ΩB(γ̇) を満たすとき磁場の軌道であるという。物理的には ΩB が
ローレンツ力を表し、磁場の下での荷電粒子の運動を軌道が表している。
離散化を考える上で重要なことは、対象物の全ての性質を引き継ぐように離散化

することは不可能であるので、どの性質に注目するかという点である。[1] におい
て磁場を持つ多様体の離散化として、磁場の離散化には触れずに軌道をどのように
考えればよいかという点に注目して、ケーラーグラフが提案されている。ケーラー
グラフは、頂点の集合と主辺の集合、補助辺の集合の３つから成っていて、主辺と
補助辺という２種類の辺を用いることで軌道を表現している。本講演ではケーラー
グラフのラプラシアンの固有値について述べ、等スペクトルなケーラーグラフの組
の例を挙げることにする。この内容は足立俊明氏との共同研究の一部分である。な
お、本講演を通じてグラフはループや多重辺は持たない単純グラフとする。

２．ケーラーグラフ

頂点の集合 V と (向きのない)辺の集合 E との組みであるグラフ G = (V,E) に
おいて、２つの頂点 v, v′ ∈ V がある辺で結ばれているとき隣接しているといって
v ∼ v′ と表す。隣接する頂点の列 γ = (v0, v1, . . . , vn) を n-ステップ道といい、そ
の始点 v0 を o(γ) とまた終点 vn を t(γ) と表す。1-ステップ道は辺のことであり、
向き付けられてはいないがこの記号を利用することにする。
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グラフ G = (V,E)がケーラーであるとは、辺集合 E が２つの部分集合 E(p), E(a)

に分割されていて、各頂点 v ∈ V に対して v を始点とする E(p) に属する辺 (主辺
という)が２本以上存在し、かつ v を始点とする E(a) に属する辺 (補助辺という)

もが２本以上存在することをいう。分割された辺集合を使ってできる２つのグラフ
(V,E(p)), (V,E(a))をそれぞれ主グラフ、補助グラフという。本来複素数という実２
次元的な対象物をグラフという１次元的なもので表現するため完全な対応が見られ
るわけではないが、１つの提案として意味を持つことを次節で述べることにする。
ケーラーグラフ G = (V,E(p) ∪E(a)) の２つの頂点 v, v′ ∈ V が主グラフ (V,E(p))

で隣接しているとき v ∼p v
′ と表し、また補助グラフ (V,E(a)) で隣接しているとき

v ∼a v
′ と表す。頂点 v ∈ V に対して

d
(p)
G (v) = ♯{w ∈ V | w ∼p v}, d

(a)
G (v) = ♯{w ∈ V | w ∼a v}

と定めそれぞれ主次数、補助次数という。ただし、集合 X に対して ♯X は基数を
表すものとする。従って v におけるグラフの次数 dG(v) = ♯{w ∈ V | w ∼ v} は
dG(v) = d

(p)
G (v) + d

(a)
G (v) となる。

例 1. 有限グラフ G = (V,E)に対して補グラフ Gc = (V,Ec)は、異なる２つの頂点
が Gc で隣接している必要十分条件は G で隣接していないこととして定義される。
グラフ G が各頂点 v において 2 ≤ dG(v) ≤ ♯V − 3 を満たせば GK = (V,E ∪ Ec)

はケーラーグラフで完全なグラフである。ここでグラフが完全であるとは、異なる
２つの頂点は辺で結ばれていることをいう。

グラフの積を取る操作はケーラーグラフに対しても成立する。２つのグラフ G =

(V,E), H = (W,F ) はminv∈V dG(v) ≥ 2, minw∈W dH(w) ≥ 2 を満たしているとす
る。このとき、カルタン積型 G□̂H 強積型 G⊠̂H 半テンソル積型 G⊗̂H 辞書式積
型 G ▷ H のケーラーグラフは次のように定義される。

i) これらのグラフの頂点集合は V ×W とする
ii) ２つの頂点 (v, w), (v′, w′) ∈ V ×W が主辺で隣接しているための必要十分
条件は v, v′ が G で隣接し w = w′ であることとする

iii) ２つの頂点 (v, w), (v′, w′) ∈ V ×W が補助辺で隣接しているための必要十
分条件は、それぞれの型に応じて以下で定める
a) カルタン積型 G□̂H では、v = v′ かつ w, w′ が H で隣接しているこ
ととする

b) 強積型 G⊠̂H では、「v = v′ かつ w, w′ が H で隣接している」か「v, v′

が G で隣接していて w, w′ が H で隣接していること」とする
c) 半テンソル積型 G⊗̂H では、v, v′ が G で隣接していて、かつ w, w′ が

H で隣接していることとする
d) 辞書式積型 G ▷ H では、w, w′ が H で隣接していることとする。

これらの４種類のグラフはケーラーグラフになる。
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３．ケーラーグラフの２色彩道

ケーラーグラフにおいて磁場による軌道を表現するために２色に彩色された道を
考えることにする。互いに素な正の整数の組み (p, q) を取る。(p + q)-ステップ道
γ = (v0, . . . , vp+q) が (p+ q)-ステップ基本２色彩道であるとは

i) vi+1 ̸= vi−1 for 1 ≤ i ≤ p+ q − 1,

ii) vi−1 ∼p vi for 1 ≤ i ≤ p,

iii) vi−1 ∼a vi for p+ 1 ≤ i ≤ p+ q.

という条件を満たすことをいう。また m(p+ q)-ステップ道 γ = (v0, . . . , vm(p+q)) に
ついて、各 (p+q)-ステップ道 γj = (v(j−1)(p+q), . . . , vj(p+q)), j = 1, . . . ,mが (p+q)-

ステップ基本２色彩道であるとき (p+ q)-ステップ２色彩道であるという。このよ
うな道を考える意味は、ケーラーグラフにおいては主グラフの道を測地線に対応す
る物と考え、磁力が q/p である一様磁場の下では p-ステップの主グラフ内の道 (測
地線)が磁力により曲げられて、その終点が最初の p-ステップが一致する (p + q)-

ステップ基本２色彩道の終点へと流されてしまうことを表している。
しかし、グラフは２次元的な構造を有しておらず、ここではケーラーグラフ上の

磁場に相当するものを定義せずに、磁場の下での軌道を与えているため、主グラフ
上の p-ステップ道の終点がこの磁場によりどこに流されるか明示することはできな
い。そこで、全ての (p, q)-ステップ２色彩道の終点を考慮に入れて確率論的に扱う
ことにする。(p, q)-ステップ基本２色彩道 γ = (v0, . . . , vp+q) に対して、その確率的
重み ω(γ) を

ω(γ) =
1

d
(a)
G (vp)

∏p+q−1
j=p+1{d

(a)
G (vj)− 1}

.

と定義する。そして (p, q)-ステップ２色彩道 γ = γ1 · γ2 · · · γm (ただし γi は (p, q)-

ステップ基本２色彩道) に対しては、その確率的重みを ω(γ) =
∏m

i=1 ω(γi) と定義
する。

４．有限ケーラーグラフのラプラシアン

有限グラフ G = (V,E) に対して頂点集合上の (複素)関数の集合を C(V ) と表
す。このベクトル空間に作用するグラフの隣接作用素 A と推移作用素 P は

Af(v) =
∑
w∼v

f(w), Pf(v) =
1

dG(v)

∑
w∼v

f(w),

として与えられた。隣接作用素はグラフ上のランダムウォークの生成作用素になっ
ている。グラフ G の次数作用素を DG と表す、すなわちDGf(v) = dG(v)f(v) と定
義される作用素である。これと恒等作用素 I とを用いて∆A = DG−A, ∆P = I−P

と定め、それぞれ組合せラプラシアン、推移ラプラシアンとよばれ、リーマン多様
体におけるラプラス作用素の離散版と考えられている。なお、グラフ Gが正則であ
るとき、すなわち dG(v) が頂点 v によらずに一定であるとき ∆A = dG∆P となる。
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有限ケーラーグラフ G = (V,E(p) ∪ E(a)) において、互いに素な正の整数の組み
(p, q)に対して、v ∈ V を始点とする (p, q)-ステップ基本２色彩道全体の集合を Pp,q

v

と表す。(p, q)-ステップ隣接作用素 Ap,q と (p, q)-ステップ推移作用素 Pp,q を

Ap,qf(v) =
∑

γ∈Pp,q
v

ω(γ)f
(
t(γ)

)
, Pp,qf(v) =

1∑
γ∈Pp,q

v
ω(γ)

∑
γ∈Pp,q

v

ω(γ)f
(
t(γ)

)
と定める。ここでこれらの作用素は一般には対称作用素ではない点に注意してお
く。この (p, q)-ステップ隣接作用素は (p, q)-ステップ基本２色彩道によるランダム
ウォークの生成作用素である。主グラフ上において v を始点とする戻りのない p-

ステップ道の個数を d
(p)
p (v) で表して作用素 Dp をDpf(v) = d

(p)
p (v)f(v), と定める。

これを用いて∆Ap,q = Dp −Ap,q, ∆Pp,q = I −Pp,q と定義し、それぞれ組合せ (p, q)-

ラプラシアン、推移 (p, q)-ラプラシアンという。これらの作用素の関係は、主グラ
フが正則であるときAp,q = d

(p)
G {d(p)G − 1}p−1Pp,q でありDp = d

(p)
G {d(p)G − 1}p−1I と

なることから∆Ap,q = d
(p)
G {d(p)G − 1}p−1∆Pp,q . という関係を満たす。

ここで (1, 1)-ステップ隣接作用素と (1, 1)-ステップ推移作用素を主グラフの隣接
作用素 A(p) と推移作用素 P (p) 及び補助グラフの推移作用素 P (a) を用いて表すと
A1,1 = A(p)P (a), P1,1 = P (p)P (a) となる。一般に (p, q)-ステップの場合も主グラフ
の戻りのない p-ステップ隣接作用素と推移作用素及び補助グラフの戻りのない q-

ステップ推移作用素を用いて分解表現することができる。

５．(1,1)-ラプラシアンの固有値

ここでいくつかの種類のケーラーグラフについて、その (1, 1)-ラプラシアンの固
有値を計算しておく。特に (1, 1)-ステップの場合を取り上げた理由は、この場合に
は道に戻りがないことに注意する必要がないからである。ケーラーグラフにおいて
主辺と補助辺がそれぞれ各頂点から２本以上出ていることを条件としたが、これは
戻りがない道の存在を保証するためである。(1, 1)-ステップだけを考える場合は、道
の戻りを考慮する必要がないため、主辺と補助辺がそれぞれ各頂点から１本以上出
ていれば十分である。
ケーラーグラフが正則であるとは、主グラフ補助グラフ共に正則であることをい

う。正則なケーラーグラフが完全グラフであるとき完全ケーラーグラフという。

定理 1 ([5]). 有限連結正則グラフ G = (V,E) は 2 ≤ dG ≤ m− 3 (m = ♯V ) を満た
しているとする。G の組合せラプラシアン ∆A の固有値を 0 = λ1 < λ2 ≤ · · · ≤ λm

と表す。このとき、補グラフを用いて作られるケーラーグラフ GK = (V,E ∪ Ec)

の組合せ (1, 1)-ラプラシアンの固有値は
λ̂1 = 0, λ̂i = {λ2

i − λi(2dG + 1) +mdG}/(m− dG − 1) (i = 2, . . . ,m)

である。

証明 固有関数 fi を取ると ∆Afi = λifi より AGfi = (dG − λi)fi となる。一
方補グラフ Gc について、次数は dGc = m − dG − 1 であり、また隣接作用素は
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AGc = M − I −AG となる。ただし M は Mf(v) =
∑

w∈V f(w) として定まる作用
素である。
G が連結であるため λ1 = 0 に対する固有関数は定数関数であるから AGcf1 =

(m − 1)f1 となる。一方 i ≥ 2 の場合には、AG の対称性より固有関数 fi が定
数関数と直交することから Mfi = 0 であり AGcfi = (λi − dG − 1)fi である。
A1,1 = AGPGc = d−1

GcAGAGc であり ∆A1,1 = dGI − A1,1 であるから結論を得る。 □

２つの有限グラフは、それらの組合せ (推移)ラプラシアンが重複度を込めて同
じ固有値を持つとき、組合せ (推移)等スペクトルであるといわれる。２つのグラフ
が正則であれば２つの等スペクトル性は同値であるため単に等スペクトルという。
２つのケーラーグラフについて、それらの主グラフが組合せ (推移)等スペクトルで
あり、かつ組合せ (推移) (1, 1)-ラプラシアンが重複度を込めて同じ固有値を持つと
き、組合せ (推移)(1,1)-等スペクトルであるということにする。これらのケーラー
グラフの主グラフが共に正則であれば２つの等スペクトル性は同値になる。

系 1. ２つの有限連結正則グラフ G1, G2 が等スペクトルであれば、補グラフを用
いて作られるケーラーグラフ GK

1 , G
K
2 は (1, 1)-等スペクトルである。

有限連結正則グラフの組で等スペクトルになるものは無限個あることが知られて
おり ([2])、(1, 1)-等スペクトルな完全ケーラーグラフの組みも無限個あることがわ
かる。

例 2. 下図は等スペクトルな正則グラフとその補グラフを用いてできる (1, 1)-等ス
ペクトルなケーラーグラフの例を表している。ただし、主グラフと補助グラフとを
別々に表した。これらの主グラフの組合せラプラシアンの固有値と組合せ (1, 1)-ラ
プラシアンの固有値は以下の通りである。
Spec(∆AG

) =
{
0, 3, 5, 5, 5, 5, 4−

√
5, 4 +

√
5, (9−

√
17)/2, (9 +

√
17)/2

}
,

Spec(∆A1,1) =
{
0, 4, 4, 4, 4, 22/5, 24/5, 24/5, (25−

√
5)/5, (25 +

√
5)/5

}
.

積型ケーラーグラフに対しては次が成り立つ。

定理 2 ([5]). ２つの有限グラフ G = (V,E), H = (W,F ) の推移ラプラシアン
∆PG

, ∆PH
の固有値をそれぞれ µi (i = 1, . . . ,m = ♯V ) および να (α = 1, . . . , n =

♯W ) と表す。

(1) G□̂H の推移 (1, 1)-ラプラシアンの固有値は µi + να − µiνα である。
(2) G が正則であれば、G⊠̂H の推移 (1, 1)-ラプラシアンの固有値は

{(1 + dG − dGµi)(µi + να − µiνα) + dGµi}/(dG + 1) である。
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(3) G⊗̂H の推移 (1, 1)-ラプラシアンの固有値は (1−µi)(µi+ να−µiνα)+µi で
ある。

(4) G▷H の推移 (1, 1)-ラプラシアンの固有値は 1, . . . , 1, ν1, . . . , νn である。こ
こで 1 の重複度は n(m− 1) である。

(5) G が正則であれば、これらの積型ケーラーグラフの組合せ (1, 1)-ラプラシ
アンの固有値は上記の dG 倍になる。

証明の方針 主グラフと補助グラフの隣接作用素を行列の形で具体的に表現する。
AG = (aGkℓ), PH = (pHab) とすると、カルタン積型では A

(p)

G□̂H
= (aGkℓδab), P

(a)

G□̂H
=

δkℓp
H
ab) である。そこで∆PG

fi = µifi ∆PH
gα = ναgα という固有関数に対して、直

積関数 φiα = (fi, gα) を考えると ∆P1,1 の固有関数になる。 □

系 2. ２組の推移等スペクトルなグラフの組み G1, G2 と H1, H2 に対して

(1) ３つのケーラーグラフの組み G1□̂H1, G2□̂H2 と G1⊗̂H1, G2⊗̂H2 と G1 ▷

H1, G2 ▷ H2 は推移 (1, 1)-等スペクトルである。
(2) G1, G2 が正則で同じ次数を持てば、４つのケーラーグラフの組み G1□̂H1,

G2□̂H2 と G1⊠̂H1, G2⊠̂H2 と G1⊗̂H1, G2⊗̂H2 と G1 ▷ H1, G2 ▷ H2 は全て
(1, 1)-等スペクトルである。

　等質なケーラーグラフで同型ではないが、
(1, 1)-基本２色彩道を辺集合とする (一般には
単純ではない) (1, 1)-誘導グラフは同型になる
ものが存在する (下図 [4])。従って、(1, 1)-等
スペクトルの定義で主グラフの等スペクトル
性の条件を外すと、このようなケーラーグラ
フも等スペクトルということになる。

なお、今回扱ったケーラーグラフのいくつかについては (p, q)-ラプラシアンにつ
いても考察することができ、すべての (p, q)に関して等スペクトルな組が存在する。
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